Sur un théorème de Mr J. L. Walsh. 


Par 
M. Jules Rudnicki à Wilno. 


Monsieur Walsh a demontré le théorème suivant (Annales of 
Mathematics (2), t. 25, an 1924): 
n Toutes les racines de l'équation de degré x 


Ha n Ha, ,;2+a,=0 


sont contenues dans le cercle décrit de l'origine avec le rayon 


R= |a,| + Vas) + Vas ++ Vas. 


Si donc z, est une racine quelconque de l'équation précédente, 
on a 
a S R. 


J'ai trouvé une démonstration élémentaire de cette proposition. 
Comme elle est extrêmement simple et très courte, je crois, qu’elle 
peut intéresser les mathématiciens et c’est pourquoi je la publie. 


Notations. Posons: P,(2)—a2<+a,, P,(2) = aoz? + az + ag, 
P,()= a2 +a# +... Ha, ,2z<+a,. On a alors 


(1) P, (2) = z Pi (2) + ar. 
Considérons équation 
(2) P,:1(2)=0 


et soient 2" les zéros (j= 1,2,3,...,k— 1) de cette équation. 
Soit D,_, un domaine convexe contenant l'origine et toutes les ra- 
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cines 2{*- de léquation (2); ces points peuvent être situés sur la 
frontière du domaine D, ,. 


Soit encore l’équation 
(3) Fes, 


et 6, les zéros (s = 1,2, 3,...,k — 2) de cette équation. 
On sait que tous ces pts £, appartiennent au domaine D, ;. 
Soit enfin z, un zéro quelconque de l'équation 


(4) P,(e)= 0 
situé en dehors de D, ,, s'il y en a. En vertu de (1) on a: 


() Ppi (ex) = — . 
+9 
Considérons la distance minima du ptz, au domaine fermé 
D, et désignons la par d,. De la définition de ô, il résulte, que 
lon a |z, — 2| ô, toutes les fois que z appartient à Dı. En 
particulier on aura: 


(6) le, — 2# -| 2 6, et |2—6.|2> ô, 


pour j= 1, 2, 3,... k — 1 et s= 1, 2, 8,..., k — 2. 
Passons à la démonstration. Pour bla partons de la dérivée 
logarithmique: 


Pile 1 
0) ra= PE PS 


substituons dans cette formule 2,, racine de (4), à la place de 2, 
k—2 

remplaçons P,.,(2), par le produit (k — 1)aç IH (z — s) et Ppi (21) 
s=1 

par son expression (©). Il vient: 


k—1 


k—2 
y 1 
V (24) = Z, — 2# et V (2p) = — Ci FAC <= Dfe == G); 
j=1 


sel 
Evaluons le module de v(z,). D'un part on a 


k—1 


(8) v(2)| < Ze Ja TA 
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et d’autre part 
k—2 


9) vlz] = (k — nje = 


s=1 


al > (k — 1) À (+; 
k 


de la comparaison de (8) et (9) il résulte que 


| ao | k 1 


ean k—1 k— 1 s 2 

(k Dig ean 7 d'où 
pe 
(10) ashy]: 
ao | 


Ce résultat exprime, que la distance minima de toute racine 
(extérieur à D, ,) de Péquation (4) au domaine D, est inférieur 


k 
ou tout au plus égale à |[a,| en supposant a, = 1. 
Si donc on considère le domaine D, contenant D, et formé 


k 
par l'enveloppe des cercles de rayon Ÿla;| dont les centres sont 
situées sur le contour de 2,,, toutes les racines z, de l'équation 
(4) appartiendront au domaine D,, qui sera aussi convexe. 
La démonstration se termine par induction. Si k = 1, on a l'é- 


4 : k a S 

quation P,(z)= 0 et son unique racine est goa c à d. — a, si 
0 

aọ = 1, et on peut prendre pour D, le cercle de rayon |a,|. Il ré- 


sulte de ce qui précéde, que l’on peut prendre comme D, lenve- 
loppe des cercles de rayon |/[a,| dont les centres sont situés sur le 
cercle D,. C'est un cercle de rayon |a | + [| as| et de centre ori- 
gine et toute les racines de P,(z)= 0 appartiennent à ce cercle, 
De proche en proche on arrive à conclure que toutes les racines 
de l'équation P,(2)—0 sont (pour a, = 1) à l'intérieur ou sur le 


n 
contour du cercle de rayon |a, | + Via, +... + Va, et de centre 
origine. C'est le téorème de Mr Walsh. 


Remarque I. On peut obtenir sur. la situation des racines de 
Péquation P,(z)= 0 une indication plus précise en prenant pour 


D, le segment, joignant l’origine au pt. —*. Alors le domaine D, 
0 


est formé par un rectangle conjointement avec deux demi-cereles 
est ne constitue qu'une partie du domaine en cercle de Mr Walsh. 
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De même D, sera un domaine dont la frontière est formée par des 
segments de droites et des demi-cercles et ne constituera qu’une 
partie du cercle de rayon R, a moins que a, = 0, 


Remarque IL Nos considérations concernaient le cas où 
a, 0. Il est facile de les étendre pour le cas a, = 0. En effet, 
on a alors P,(2) =2:P, (2), c. à. d. que les racines des deux 
équations P,(2)—=0 et P,,(2)—0 sont les mêmes à la racine 
z = 0 près. Si donc la limite de Mr Walsh pour l'équation P,_,(2) = 0 


ae n—1 
est |a| + Wa, +... + la, ;,, elle sera la même pour l’équation 
n=l n 
P,(2)=0, c à d. ja] +i] 4 . -4 Viana] + VJe], puisque 


i, = 0. 

Remarque II. La limite de Mr Walsh est effectivement 
atteinte quand le polynôme P,(2) se reduit à 2 termes, c. à. d. 
quand P,(2) = 2" + a2" *, (1< k< n). Il est facile de démontrer 
que c'est le seul cas où la limite soit effectivement atteinte. Pour 
plus de généralité supposons que tous les a}, = 0, (p = 1, 2, ..., n — k), 
mais a, + 0. Nous avons obtenu les relations: 


k—1 | æ1 | 
k—1 1 ' 1 
a ne Pre 
10 7 IR | 
(10) P + 
BAY = . aeS GR k—i 
= Deco -n>le 


où 2, est une racine de P,(2) — 0 différente de zéro, c. à. d. aussi 
une racine de P,(2) = 0, puisque P,(2) = 2"-*. P,(2). Pour que la 
limite soit atteinte, e. à. d. pour que |2,| = R il est nécessaire que 
les termes extrêmes des relations (10) soient égaux, ce qui entraine 
à son tour l'égalité de tous les autres termes de (10). On en tire 
une série de conséquences, à savoir: 1° le point z, et tous les ķ -— 1 
points 2{*-1 sont situés sur une même droite, 20 |z, — 2f*1| = ô, 
pour j = 1,2,...,k — 1, et aussi |2,| = Ôr, C. à. d. que les pts 2j" 
æt l'origine sont à la même distance du pt. z,. Comme 2, doit être 
situé plus loin de l'origine que les pts 2{*°, il en résulte que toutes 
les racines de P,_,(2) — 0 sont en un seul pt., c. à. d. que P, ,(2) = 
= (z — 1)" en posant 2% =A pour j = 1,2,...,k— 1. Alors 
P,(2) = 2(2— å} + a. La limite de Mr Walsh ne peut être at- 
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teinte pour P,(2)—0 que si elle est atteinte aussi pour tous les 
polynômes précédents, elle doit donc être atteinte pour P, ,(2); si 
donc +0, on peut appliquer les considérations précédentes au 
polynôme P,,(z2)etona P,,(2)=2(2— u} + api =(e—2ÿ; 
en dérivant, on voit que u = À, c. à. d. (2— 11 = z(z — 2ÿ 2? + 
+ (— 4) ou bien 


(—2){e— 4 — (— 2)} = 0, 


ce qui est impossible pour kœ 2, a moins que À —0. Supposons 
donc kœ 2, alors À = 0 et 


P,(2)=2+a,, tandis que P,(:)=2""*.P,(2) = 2" 4 ape". 


Le polynôme P,(2) a donc la forme voulue. Le cas de k = 2 ne 
fait pas exception, comme on s’en rend compte directement par la 
considération du trinôme du 2-me degré. 
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